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Resumen

Coincidimos con la postura que sefiala que, para el aprendizaje
en Matematica, es indispensable que los alumnos construyan el sentido
de los conceptos que trabajan en el aula.

La modelizacién encaminada a resolver problemas propios de la
Matemdtica o ajenos a la misma, contribuye a este fin. Para ello, les
presentamos a los alumnos diferentes problemas en los cuales pueden
avanzar con los conocimientos que poseen pero, en algin momento
éstos se vuelven insuficientes o poco econdémicos para completar la
resolucion. Surge asi la necesidad del nuevo concepto como herramienta
que permitird avanzar en forma mds eficaz. En este trabajo presentamos
una secuencia que apunta a ese fin y que ponemos en prictica desde
hace varios afios con alumnos de tercer y cuarto afio.

Introduccion

Es fundamental, para el aprendizaje de la Matemadtica, que los
alumnos construyan el sentido de los conceptos que trabajan en el aula.
Entendemos por sentido de un concepto el conjunto de problemas, pro-
piedades, procedimientos y formas de representacion asociados al mis-
mo. Brousseau (1983) incluye también en el sentido “el conjunto de

! Trabajo presentado en las Segundas Jornadas Nacionales en Didécticas Espe-
cificas, San Martin (Buenos Aires), Argentina, en Septiembre de 2006.
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concepciones que el concepto rechaza, de errores que evita, de econo-
mias que procura, de formulaciones que retoma, etc.”.

Por este motivo coincidimos con la postura segtin la cual la mo-
delizacién encaminada a resolver problemas propios de la Matematica o
ajenos a la misma, contribuye a este fin. Para ello les presentamos a los
alumnos diferentes problemas en los cuales pueden avanzar con los
conocimientos que poseen pero, en algin momento éstos se vuelven
insuficientes o poco econdmicos para completar la resolucion. Surge asi
la necesidad del nuevo concepto como herramienta que permitird avan-
zar en forma més eficaz.

La gestion de la clase es fundamental para conseguir este propo-
sito. Para esto nos basamos en la propuesta sintetizada por Ministerio de
Educacién en el cuadernillo “Propuestas para el aula” (Polimodal - Ma-
temdtica) en cuanto a como trabajar en la clase. Transcribimos los mo-
mentos de la clase que se plantean:

Para que las situaciones de ensefianza planteadas favorezcan un
aprendizaje significativo para los alumnos, la gestién de la clase puede
organizarse considerando cuatro momentos diferenciados. Un primer
momento de presentacién de las situaciones para su resolucién en pe-
quefios grupos.

Un segundo momento de resolucién efectiva por parte de los
alumnos en el que la intervencion del docente estd pensada como faci-
litadora de la accién para aclarar consignas y alentar la resolucién sin
intervenir de modo directo sugiriendo “lo que se debe hacer”.

Un tercer momento de confrontacién tanto de los resultados
como de los procedimientos - argumentos empleados en el que el do-
cente organiza la reflexiéon sobre lo realizado y un cuarto momento
de sintesis del docente de los conocimientos a los que llegd el grupo
en el cual se establecen las relaciones entre ese conocimiento que ha
circulado en la clase y aquel que se pretendia ensefiar. En esta etapa el
docente propone los nombres de las propiedades utilizadas, reconoce
ciertos conocimientos producidos por los alumnos y los vincula con
conocimientos ya estudiados o con nuevos a trabajar, etc.

Nos proponemos presentar una secuencia que trabajamos desde
hace varios afios en polimodal, coordinadas por la Doctora Patricia Sa-
dovsky, para introducir el modelo cuadratico.
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Los conocimientos previos necesarios para trabajar esta secuen-
cia son:

- Funci6n lineal
- Lectura y construccién de gréficos cartesianos

- Manejo de propiedades algebraicas, con el objeto de trans-
formar expresiones algebraicas.: distributiva, asociativa, etc.

- Teorema de Pitagoras.
- Definiciones de cuadrilateros.

- Nociones sobre la necesidad de demostracién de las conje-
turas planteadas.

La secuencia, que se basa en un problema de Emma Castelnuo-
vo, permite mostrar, a través de la modelizacién de la situacién y el
andlisis de las propiedades que se ponen en juego, las caracteristicas de
las funciones cuadraticas y sus utilidades. Ademds, moviliza las argu-
mentaciones y demostraciones de las diferentes conjeturas que explici-
tan los alumnos, la interpretacion de las distintas representaciones: gra-
ficas y algebraicas, el andlisis de la validez de las respuestas obtenidas,
de ventajas del modelo sobre la experimentacién y la puesta en funcio-
namiento la notacidn algebraica para representar modelos.

Analisis previos

El marco didéctico principal en el que nos ubicamos es La Teo-
ria de Situaciones Did4cticas, de Guy Brousseau, y su propoésito es el de
modelizar la ensefianza.

En los ultimos afios se ha realizado un trabajo tedrico importan-
te para extender sus conceptos de manera de poder adaptarlos al estudio
de las clases. Sin embargo, el trabajo que aqui presentamos no es una
investigacién en la que tomamos el rol de observadores, sino que las
utilizamos y modificamos en funcién de las aulas en las que lo fuimos
trabajando.

El objetivo de la misma es poner en juego los conocimientos sa-
bidos por los alumnos y que se promuevan nuevos, para €so recurrimos
a la ingenieria didé4ctica. También utilizamos el concepto de trasposicién
didéctica (Chevallard, 1997) de los conceptos que queremos que se
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pongan en juego teniendo en cuenta el entorno en el que esos conoci-
mientos van establecerse. Este punto es fundamental en el andlisis de la
situacidén que se plantea, pues para que esta pueda dar los frutos desea-
dos es indispensable tener en cuenta la poblacién y la institucién en
donde se trabajara.

Procuramos que los conceptos que nos proponemos sean apren-
didos aparezcan en un contexto, no necesariamente cotidiano, sino como
necesario para avanzar en el problema planteado.

Podemos anticipar que la secuencia genera la inquietud necesa-
ria en la clase para la participacién de todos los alumnos, sobre todo por
el cardcter conjetural que permite la participacién y opinién de la mayo-
ria. Pueden presentarse alumnos apéticos a los cuales se intenta incluir
en la actividad, especialmente en las puestas en comun.

Uno de los obsticulos que anticipamos es que, el hecho de venir
trabajando fuertemente el modelo lineal, motivard a intentar seguir
usdndolo, lo que llevard a resultados erréneos pero que podran validarse
a partir del material presentado.

Incluimos, ademads, la necesidad de demostrar las conjeturas que
plantean respecto a figuras que se forman y suponemos que los alumnos
no considerardn que esto sea necesario debido a que un buen dibujo
permite “ver” lo conjeturado. Previsto esto, nos ocupamos de mostrar la
necesidad de la demostracion mas alla de lo que parece.

También pretendemos que puedan anticipar el grifico que
acompafiarfa a la situacién propuesta y nuevamente necesitardn demos-
trar las propuestas realizadas. En este caso, no es necesario mostrar que
deben justificar, pues queda incluido dentro de lo que proponen.

A partir de la secuencia original, lograremos poner en juego las
propiedades de la funcién cuadritica y su gréfico, y de alli precisar el
estudio de funciones cuadraticas en general.

Materiales:

Cuadrado realizado con un mecano o con un marco de madera
en el cual se colocan sobre los lados clavitos o tornillitos a distancias
iguales. Ademds se necesita una banda eldstica grande o cuatro chicas.
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Las bandas eldsticas se utilizan para conectar los tornillos que se eligen
en los lados del marco.

Objetivos:
- Poner en funcionamiento herramientas para la modelizacion: se-
leccién de variables y andlisis de condiciones.
- Interpretar las distintas representaciones: graficas y algebraicas.
- Analizar la validez de las respuestas obtenidas.
- Discutir ventajas del modelo sobre la experimentacion.
- Poner en funcionamiento la notacién algebraica para representar
modelos.
La secuencia:

Les mostramos a los alumnos el marco construido y les expli-
camos que se trata de un cuadrado de 25 cm de lado. Sobre uno de los
lados, consideramos un clavo o tornillo (punto) a una cierta distancia,
hacia la derecha, del vértice izquierdo del marco. De manera andloga
consideramos puntos sobre los otros lados con lo cual se determina los
vértices de un cuadrildtero que queda formado cuando unimos esos pun-
tos con las bandas eldsticas.

amey !

=

Figura N° 01

Si movemos uno de los vértices de este cuadrilatero, los otros se
mueven de la misma manera, tal como se muestra en la Figura N° 01

La primera pregunta que les formulamos a los alumnos es:
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;Qué clase de cuadrildtero queda formado?

En un primer momento los alumnos contestan sin justificar que
se trata de un cuadrado, un rombo, un rectangulo, etc. Es interesante que
discutan en pequefios grupos y que busquen una manera de probar su
afirmacion.

A continuacién gestionamos una puesta en comun en la cual los
alumnos exponen la demostracién de las condiciones que se cumplen,
teniendo presente la definicion de los distintos cuadrilateros.

Entre todos llegan a la conclusion de que se trata de un cuadrado
y se los motiva a probar su cojetura. En verdad, muchos intentan decir
que alcanza con “ver lo que est4 dibujado, y otros comienzan a ensayar
propuestas de demostracion (Figuras N° 2 y 3).
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Es usual que algunos alumnos consideren que alcanza con de-
mostrar que todos los lados son congruentes para afirmar que es un cua-
drado. Debemos recordar aqui las definiciones de los distintos cuadrila-
teros y mostrar asi la necesidad de probar también que los angulos de-

ben ser iguales a 90°.
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A continuacién les planteamos oralmente a los alumnos la si-
guiente cuestion:

¢;Todos los cuadrados que quedan determinados de esta manera
tienen igual drea?

Algunos alumnos contestan que si porque piensan que se com-
pensa lo que se va corriendo, o que es el mismo cuadrado rotado. Otros
dicen que no y les preguntamos cémo justificarian esta afirmacion.

Aqui comienzan a probar con diferentes valores y llegan a la
conclusién de que las dreas son diferentes. Sin embargo, notan que al-
gunos cuadrados tienen igual drea pero que esto no indica que todos la
tendran (Figura N° 4).

2) ¢iTodos los cuadrados (los intemos del marco) tienen la misma area?

Al principio pensabamos que si, todos tenian la misma area, es decir, que
todos los cuadrados intemos del marco eran iguales, pero luego de
demostrario nos dimos cuenta que no.
Para demostrario lo que hicimos fue construir 2 marcos iguales (de 25cm
lado). En uno de los 2 marcos, nos movimos desde el vértice de cada lado
12,5¢m (la mitad del lado) y en el segundo marco nos movimos 10cm
el vértice de cada lado. En cada uno de los dibujos lo que hicimos fue
cuanto mide la hipotenusa de cada uno de los triangulos (los lados del
cuadrado de adentro), ya que para sacar el area tenemos que saber cuant
valen sus lados. Para sacar cuanto miden los lados del cuadrado de
hicimos Pitagoras (ya que son tridngulos rectangulos): 1%,25’* 122,52:!=I.z

10°+15° =L
Como para sacar el area de un cuadrado tenemos que hacer L2, llegamos
la conclusion de que L2 es igual al area: 12,5% + 12,5°= 2= A

100 +152=12=A

Haciendo estas cuentas, vimos que el area la primera, nos daba 3125y el
area de la segunda nos daba 325. Alcanza con este ejemplo para

que no todos tienen la misma area.
2,5 fz,%
12,5
12,5
5 i2,s
12,5 12,5 s fa

Figura N° 04
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También se analiza por qué hay dos dreas iguales y les propo-
nemos a los alumnos que generen cuadrados de igual drea. Se llega a la
conclusién que para que dos cuadrados tengan igual drea, la suma de lo
que se corre del vértice del marco debe ser 25.

Luego de logrado este punto, planteamos la siguiente pregunta:

¢ Cudl es el cuadrado de drea mdxima y de drea minima que
podemos construir de esta manera?

Sin inconvenientes, los alumnos observan que el drea maxima se
obtiene cuando el cuadrado interior coincide con el exterior. Es decir, no
me corri nada, o me corri 25 cm. Algunos alumnos determinan que el
minimo serd el tnico cuadrado que no tiene otro con la misma 4rea y
esto se obtiene corriéndose 12,5 cm del vértice. Aqui notan que este es
el punto medio entre cualquier par de valores para los que el drea sea la
misma.

A continuacién les pedimos a los alumnos:

Propongan la forma que creen tendrd el grdfico de una funcion
que vincula el drea del cuadrado a la distancia que “me corro” (te-
niendo en cuenta que la distancia que me corro es la distancia del vérti-
ce del cuadrado exterior al vértice del interior hacia la derecha).

Es muy importante resaltar que para esta instancia no deben uti-
lizar una tabla con valores, sino anticipar lo que sucederd con el grifico
a partir del andlisis previo de la situacién. Prevemos que aparecerdn
propuestas de los alumnos de este tipo:

625 625 625

Y
Y
\4

Figura N° 05

Para poder compararlas, los alumnos dibujan en el pizarrén las
distintas propuestas.
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Les pedimos entonces, que en pequeios grupos analicen todas
las propuestas, elijan las que ellos creen que representan lo pedido y
justifiquen el motivo por el que descartaron las otras.

Luego, en una puesta en comin, los alumnos exponen sus con-
clusiones. Presentamos uno de los trabajos a continuacién (Figura N° 6).

4) Sin poner valores graficar el rea en funcién de x.

Al principio tuvimos estas diferentes hipétesis:

) Al/ 2) AN 3) AR
) X ' X X
4 AI\/ 5 AI\/
X X

Tuvimos que ir viendo cuales estaban mal para llegar al correclo.

Vimos que el 1 estaba mal porque no hay area 0, porque cuando empieza el
area se va disminuyendo, no aumentando y porque no estan graficados los
simétricos. El 2 tampoco era posible porque le faltan graficar los simetricos.
El 3 tampoco porque el area nunca lega a 0 y porque no estan graficados
tos simétricos. El 4 y el 5 podrian ser, pero sin niumeros no podiamos
descartar ninguno. Entonces, lo que hicimos fue sacar la pendiente con 3
valores de x {(x =0 ; x= 10 y x = 12,5). Si las pendientes nos daban iguali,
estaria bien el gréfico 4, y si las pendientes daban diferentes estaria bien ai
grafico 5.

Paia sacar las pendienies hidimos:

!

! = Sacamos |a pendiente
6 625 enrex=0yx=10y
10 ! 325 entrex=10yx =125

12,5 l 3125

Pendiente = $2273%5 _ _
0-10

Fandienie = w I
10-125

Figura N° 06
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Se llega a la conclusién de que el tercer grafico de la Figura N°
05 es el que mas aproxima a la situacion.

En este momento les preguntamos:

. Como podemos encontrar la formula que relaciona el drea del
cuadrado interior con lo que “me corro”?

Aqui se presentan dos posibilidades:

Los alumnos que calculan el lado del cuadrado interior utilizan-
do el Teorema de Pitdgoras y obtienen:

A=x"+(25-x)°

Los alumnos que restan al drea del cuadrado grande el drea de
los cuatro tridngulos y obtienen:

25—
4=25* 4. 2B79 _6r5 525 )

El cuestionamiento ahora es: Si estas expresiones calculan la
misma drea ;deben ser equivalentes? Una de las demostraciones de los
alumnos se aprecia en la FiguraN°® 07 (Nota: En la mancha que aparece
en negro decia: 2x%).
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Al transformar ambas expresiones se llega a:

A=2x"-50x+625
Comenzamos asi a construir el concepto del modelo cuadratico.

En este momento definimos a la funcién cuadratica como una
funcién cuya férmula es de la forma: f(x)= ax’> +bx+c,cona# 0

dado que si a = 0 seria un modelo lineal. Asignamos el nombre de para-
bola al grafico que la representa haciendo notar su simetria, definiendo
como puntos simétricos a aquellos que tienen igual ordenada y como
vértice al tnico punto que no tiene simétrico.

Aqui es donde intentamos despegarnos de la situacién y propo-
ner una actividad que les permita calcular el vértice de cualquier pardbo-
la y diferentes puntos simétricos. Les planteamos a los alumnos la si-
guiente pregunta:

;Como es posible encontrar el vértice de la funcion
cuadrdtica f{x) = 2x? - 5x +3 ?

Los alumnos, generalmente proponen que es necesario encontrar
dos puntos simétricos ya que el x del vértice serd el punto medio entre
ambos. Para ello ponen un valor de y y tratan de buscar un valor de x
correspondiente. Teniendo en cuenta que no saben resolver ecuaciones
cuadréticas, obtenemos varias propuestas que no pueden avanzar. Ad-
juntamos algunos procedimientos a continuacion.

= 3’:0

Bxl-Sxv3 =0

Grtz-dewx 2x% -Sx = -2
X2 =~ 3¢5 X 2x=F) = -3

Ao =B

2 .
L e 2x =X
z

~er alAre |

AP Al A )
X =-d o 2Zp-s="3
Ao Arrln MTN
L pocbnia e
doe — 3

Figura N° 08



Experiencias, propuestas y reflexiones para la clase de Matemadtica 345

Cuando algunos alumnos proponen tomar como y la ordenada al

origen, logran resolver la ecuacion y encontrar de este modo un par de
valores simétricos.

2x2—5x+3:3:>2x2—5x=0:>x(2x—5)=0:>x:06x:—§

Por lo tanto, el vértice sera:
0+(=5/2) 5 5
A T !

Con indicacién del docente observan que si la ecuacion incluye-
ra una sola vez a la incdgnita x seria posible para ellos despejarla con

los conocimientos que disponen. Para lograrlo, deberian poder escribir a
la ecuacion de la forma:

a(x+p)+qg=0
El planteo es entonces transformar a una ecuacién del tipo:
ax* +bx+c=00
En una ecuacién del tipo
a(x+p)Y+g=00

Es conveniente primero plantear el problema propuesto y luego
su generalizacion.

Por ejemplo, intentemos transformar la ecuacién 2x* —5x+3=1
sea 2x> —5x+ 2 =0en una ecuacién del tipo @.

El siguiente trabajo es interactivo pero trabajado desde el piza-
rrén por el docente.

Ol(x+p)2+q=0:>05(x2+2px+p2)+q=0
= ax’ +2opx+op> +q=0 @

Para que la ecuacién 2x* —5x+2 =0 sea igual a la ® debe ser:
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=2 20p=-5=>p=-5/4
ap2+q=2=q=-9/8
2
Con lo cual 2x* —5x+2=0 se transforma en 2(x—%] —§=Oy

entonces es posible despejar para encontrar asi un par de simétricos con
y =1y de esta manera calcular el vértice. Este procedimiento les permi-
te hallar cualquier par de simétricos que se propongan. Algunos alum-
nos notan que una vez encontrado un par de simétricos y el vértice, otros
pares de simétricos se obtienen utilizando la informacién de que el vér-
tice se encuentra en el medio. De esta forma pueden encontrar mas si-
métricos sin necesidad de resolver ninguna ecuacién. Adjuntamos a
continuacion algunos trabajos de los alumnos referentes a esta cuestion.
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Figura N° 11

Luego de este ejemplo, y procediendo en forma andloga, pero
tratando de escribir una ecuacién del tipo ax” +bx+c =0de la forma
a(x+p)*+g=0, se llega a la férmula de la resolvente y también la
férmula para hallar la coordenada x del vértice.

Conclusiones

Esta secuencia ha movilizado cuestiones centrales de la funcién
cuadratica: simetria, existencia de maximo o minimo, variacioén no li-
neal, resolucién de ecuaciones. A partir de este punto iniciamos el estu-
dio completo de las funciones cuadraticas trabajando con problemas que
nos permitan reutilizar los conceptos abordados hasta este momento.

Podemos decir, a partir de nuestra experiencia, que este tipo de
secuencia resulta muy significativa para los alumnos ya que en trabajos
posteriores en los cuales tienen que utilizar como recurso el modelo
cuadrético toman a este problema como referente.
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